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Smoothing an ideal edge
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The Angular Change at scale 2
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The angular change at scale 8.7
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The polynomial approximation at scale 2
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The polynomial approximation at scale 8.7
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The Linear Scale−Space approximation at scale 2
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The Linear Scale−Space approximation at scale 8.6
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Image 19, 1.10 bits/pixel
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Absolute−Cartesian and Geometric (9.63)
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Lengths and Lognormal (2.55,0.70)
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Angles and Geometric (47.43)
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 � À � � ¹ Ë À�Ì£º Å ü» Ë» É» Ëï Å Ê Èº ¼ É È ¹ ü ü Ê Ç¹Æ É Ê ¼ðï ¹ ü � ¼ðï É ùcÊ Ñ» ¼ ¼» Ï ¹ ËÄ ì» Ë È Ê �º Ê Ë ìÊ È�
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� Ë É ù¹ È �Æ � ÊÅ Ï Ê ùÆ åÊ ¹ Ë åÊ È É¹ ÄÆ É Ê Ç Ê Ë ÉÅ» �¹ Ê ÈÆ ÈÆ ü ÊÆ Ë È Ñ» Å Ê� ÉÅÆ ì É¹ ËÄ¹ Ë Ñ» Å üÆ É¹» Ë ÑÅ» ü È ìÆ ¼ÊL È �Æ ì Ê ÈÌ û ù¹ È ùÆ È ¼ÊÆ Ç É» É ùcÊ Ñ» ¼ ¼» Ï ¹ ËÄ ì» Ë ÉÅ ¹LÒº É¹» Ë ÈÌ½¦» Ë» É» ËïÆ Ë Ç Èü» » É ù ËÊ È È �Å» � ÊÅ É¹ Ê È Ñ» Å É ùcÊ Ð ùÆ Ë Ë» Ë  K¹ Ê ËÊÅ
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ñ¹ Äº Å Ê "Ì Z� ñ¹ ËÄ ÊÅ �Å ¹ Ë É È» Ñ Ä Ê ËÊÅÆ ¼¹ 6 Ê Ç Ê Ë ÉÅ» �¹ Ê ÈÌ û £¤ q £ K� ûÏ»É Ê� Éº Å Ê ÈÌ ¦ � ] ] �� q £ K� ñ¹ ËÄ ÊÅ �Å ¹ Ë É È Ñ» Å ¼¹ ËÊÆ Å È ìÆ ¼ÊL È �Æ ì Ê Ì ¥ £ ûLû £¦ q £ K� ]¹ É É» Ñ» Å Ë» Ë ¼¹ ËÊÆ Å È ìÆ ¼ÊL È �Æ ì Ê Ì

XY ¿ ^U _7` S � a V T ` U � R aWb S RW TU �c a d R� � Q ac RWÊ Ë ÉÅ» �ïÆ Ë Ç q ÀÊ Ëï ¹ ¡ È Ä Ê ËÊÅÆ ¼¹76 Ê Ç Ê Ë ÉÅ» �¹ Ê È ùÆ åÊ Ò Ê Ê Ë �Å» åÊ Ë Ñ» ÅÉ ùcÊ ¼¹ ËÊÆ Å Æ Ë ÇÆ Ë» Ë ¼¹ ËÊÆ Å Ç¹ æº È¹» Ë È ìÆ ¼ÊL È �Æ ì Ê Ì û ùcÊ �Å» » Ñ È ù» ¼ ÇÆ ¼ È» Ñ» Å Æ ¼ ¼» É ùcÊÅ Ë» Ë ¼¹ ËÊÆ Å Ç¹ æº È¹» Ë È ìÆ ¼ÊL È �Æ ì Ê È ÉÅ ÊÆ É Ê Ç¹ Ë � KÊL¹ ì ÓÊÅ É ý N¬ ¬ O � Ì½ KÊ ùÆ åÊ ¹ ¼ ¼º È ÉÅÆ É Ê Ç É ùÆ É É ùcÊ Ä Ê ËÊÅÆ ¼¹76 Ê Ç Ê Ë ÉÅ» �¹ Ê È ìÆ Ë Ò Êº È Ê Ç É»� ÊÅ Ñ» Å ü È¹76 Ê ü ÊÆ Èº Å Ê ü Ê Ë É È Ñ» Å � ÊÅ ¹» Ç¹ ì É Ê� Éº Å Ê ÈÌ û ù¹ È¹ È Ë» É �» ÈLÈ¹ Ò ¼ÊÏ ¹ É ù É ùcÊ Ð ùÆ Ë Ë» Ë  K¹ Ê ËÊÅ Ê Ë ÉÅ» � ï Ì KÊ ùÆ åÊ �Å» ìÊ Ê Ç Ê Ç É»Ç Ê � ËÊÆ � ËÄ ÊÅ �Å ¹ Ë É ¹ üÆ Ä Ê Ñ» Å Ê Ë ÉÅ» �¹ Ê È ¹ Ë È ìÆ ¼ÊL È �Æ ì ÊÆ Ë ÇÆ ËÆ ¼Lï È Ê Ç È» ü Ê» Ñ ¹ É È ÒÆ È¹ ì �Å» � ÊÅ É¹ Ê ÈÌ û ùcÊ ¼» ìÆ ¼¹ ÈÆ É¹» Ë» Ñ É ùcÊ � ËLÄ ÊÅ �Å ¹ Ë É ¼¹ ËÊ È ìÆ Ë Ò Ê ¹ ü �Å» åÊ Çº È¹ ËÄ Ë» Ë ¼¹ ËÊÆ Å ¹ Ë È É ÊÆ Ç» Ñ ¼¹ ËÊÆ ÅÈ ìÆ ¼ÊL È �Æ ì Ê Ìû ùcÊ Ñ» ¼ ¼» Ï ¹ ËÄ É» �¹ ì ÈÆ � � ÊÆ Å �Å» ü ¹ È¹ ËÄ Ñ» Å Ñº Éº Å ÊÏ» Å ÓÌ½� Ë É ùcÊ ì» Ë É Ê� É» Ñ É Ê� Éº Å ÊÆ ËÆ ¼ðï È¹ Èý ¹ ÉÏ» º ¼ Ç Ò Ê ¹ Ë É ÊÅ Ê È É¹ ËÄ É»� ÊÅ Ñ» Å üÆ Ë¹ ËL Ç Ê � É ù È Éº Ç ï» Ë É ùcÊÅ Ê ¼Æ É¹» Ë Ò Ê ÉÏ Ê Ê Ë É ùcÊ � ËÄ ÊÅ �Å ¹ Ë ÉÉ» �» ¼» Ä ïÆ Ë Ç É ùcÊ È ÉÅº ì Éº Å Ê» Ñ É ùcÊ É Ê� Éº Å Ê Ì½ û ù¹ È �Æ � ÊÅ ùÆ È Ñ» ìº È Ê Ç» Ë É ùcÊ üÆ � ¹ üÆ ¼ Ê Ë ÉÅ» � ï ì ùÆ ËÄ Ê Òðï È ìÆ ¼ÊÉ» Ê È É¹ üÆ É Ê É ùcÊ È¹76 Ê» Ñ¹ üÆ Ä Ê È ÉÅº ì Éº Å Ê ÈÌ û ùcÊ ü ¹ Ë¹ üÆ ¼ ì ùÆ ËÄ Ê ÒðïÈ ìÆ ¼Ê ý ù» Ï Ê åÊÅ ý ¹ Ë Ç¹ ìÆ É Ê È Ê È � Ê ì¹Æ ¼¼ðï È ÉÆ Ò ¼Ê È ìÆ ¼Ê ÈÏ ¹ É ùÅ Ê È � Ê ì É É»Ê å» ¼º É¹» Ë É¹ ü Ê Ì KÊ Ê� � Ê ì É É ùcÊ È Ê È ìÆ ¼Ê È É» Ò Ê Ä» » Ç ìÆ Ë Ç¹ ÇÆ É Ê È Ñ» ÅÈ É» � �¹ ËÄ É¹ ü Ê È ¹ Ë Ë» Ë ¼¹ ËÊÆ Å Ç¹ æº È¹» Ë È ìÆ ¼ÊL È �Æ ì Ê ÈÌ½ û ùcÊ Ê Ë ÉÅ» �¹ Ê È ¹ Ë É ù¹ È �Æ � ÊÅ Æ Å Ê Ä ¼» ÒÆ ¼ ü ÊÆ Èº Å Ê ÈÌ ñ» Å É» �¹ ì È Èº ì ùÆ È Ñ» ìº ÈL» ÑL Æ É É Ê Ë É¹» Ë ¹ ÉÏ» º ¼ Ç Ò Ê ¹ Ë É ÊÅ Ê È É¹ ËÄ É» È Éº Ç ï ¼» ìÆ ¼ åÆ Å ¹LÆ Ë É È» Ñ É ùcÊ ü Ì� É È ù» º ¼ Ç Ò Ê Ê ü � ùÆ È¹ 6 Ê Ç É ùÆ É É ùcÊÆ ËÆ ¼ðï È¹ È ìÆ Å Å ¹ Ê Ç» º É ¹ Ë É ù¹ È �Æ L� ÊÅ ¹ È Ç¹Å Ê ì É ¼ ï ÉÅÆ Ë È ÑÊÅÆ Ò ¼Ê É» É ùcÊÆ ËÆ ¼ðï È¹ È» Ñ üº ¼ É¹ ÑÅÆ ì ÉÆ ¼ Èþý ÄÅÆ ïL åÆ ¼º Êü» ü Ê Ë É ÈþýÆ Ë Ç ÄÅÆ ïL åÆ ¼º Ê ù¹ È É» ÄÅÆ ü ÈÌ]_^ Á ¬ ¹ ÂH ¸ Ã º C ÄBÅ F CH I2Jû ù¹ ÈÅ Ê È ÊÆ Å ì ù ùÆ È Ò Ê Ê Ë Ñº Ë Ç Ê Ç¹ Ë �Æ Å É È Ò ï É ùcÊ qÊÆ ¼ K» Å ¼ Ç 9» ü �º É¹ ËÄ¤Æ Å É ËÊÅ È ù¹ �ý É ùcÊ ]Æ Ë¹ È ù¥Æ É¹» ËÆ ¼ qÊ È ÊÆ Å ì ù 9» º Ë ì¹ ¼ýÆ Ë Ç É ùcÊ �Æ L û¦ q



©�� © Ç R d a V T ` U W V ` õ S aÈ É a db R � ` � RU VWËÊ Ì TW V `Í S a� W � � � XY X
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Û » � 
 �Î ���� Þ ³ »�ê � "Ì N¬ �ñÅ» ü É ùcÊ ÇcÊ � Ë¹ É¹» Ë» Ñ �h» ¹ Ë � "Ì " � ¹ É ¹ È ì ¼ÊÆ Å É ùÆ É É ùcÊÅ Ê ¹ ÈÆ» ËÊL É» L» ËÊÅ Ê ¼Æ É¹» Ë É» Û » Ì� Ê É É ùcÊ ¹ üÆ Ä Ê � ³Þ ¾ ê ê ¾ ³� � ß ì» Ë È¹ È É» ÑÜ Ç¹ È É¹ Ë ì ÉÄÅÆ ï åÆ ¼º Ê ÈÝ Þ ¾ ê ê ¾ ÝÞ» ì ìº Å Å ¹ ËÄ ßÞ ¾ ê ê ¾ ßÞ É¹ ü Ê ÈÌ KÊ üÆ ïº È Ê É ù¹ È Ä ÅÆ ïL åÆ ¼º Ê ù¹ È É» ÄÅÆ ü à É»Å ÊÏ Å ¹ É Ê É ùcÊ ü» ü Ê Ë É ÈÆÈþý
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Õ ¶W �s �Õq � Õq á tq � tq á � ê ê ê êÔ ÈÆ Ë Ê�Æ ü � ¼Ê ý É ùcÊ ÊÅ Å» Å Ñº Ë ì É¹» ËÆ ¼º È Ê Ç ¹ Ë £ ¥ ] ¹ ÈW Î :í �� í �ß �ÝÜ í � � ¶ Ñ» Å É ùcÊ ÇÆ ÉÆ �» ¹ Ë É È ½ Ü í¾ � í ÃÆ Ë Ç É ùcÊ Ñº Ë ì É¹» Ë ßýÆ Ë Ç É ùcÊ ûÆ ï ¼» ÅÈ ÊÅ ¹ Ê È Ñ» Å tW ¹ È ÉÅº Ë ìÆ É Ê Ç É» È Ê ì» Ë Ç» Å Ç ÊÅ ÌÔ üÆ É ùcÊ üÆ É¹ ìÆ ¼¼ðïÆ ÈÏ Ê ¼ ¼Æ È ì» ü �º ÉÆ É¹» ËÆ ¼¼ðï ì» Ë åÊ Ë¹ Ê Ë ÉÅ Ê È ÉÅ ¹ ì É¹» Ë¹ È É» ì» Ë È¹ Ç ÊÅ» Ë ¼ðï È¹ ËÄ ¼Ê �Æ ÅÆ ü Ê É ÊÅ �Åº Ë¹ ËÄ ÈÌ û ù¹ ÈÅ Ê Çº ì Ê È É ùcÊ Ëº ü Ò ÊÅ» Ñ ÈÆ ¼¹ Ê Ë ì¹ Ê È É» Ò Ê ì» ü �º É Ê Ç É» Ê �º Æ ¼ É ùcÊ Ëº ü Ò ÊÅ» Ñ �Æ ÅÆ ü Ê É ÊÅ È � Ë» Éï Ê É �Åº ËÊ Ç � ýÆ Ë Ç¹ É È¹ ü � ¼¹ � Ê È É ùcÊ ûÆ ï ¼» Å È ÊÅ ¹ Ê È É»t}yW �s¾ ts �Î � q y ÕW �s �Õq y ³ q ¶y N ~ Õ ¶W �s �Õq ¶y � ê ê ê ¾Ñ» Å ÊÆ ì ù �Æ ÅÆ ü Ê É ÊÅ q y Ì ¥» É Ê É ùÆ É¹ Ë É ù¹ È ìÆ È Ê ý ts Î ~®¾ ê ê ¾ ®¾ q y¾ ®¾ ê ê ¾ ® � ß Ì�» Ï Ï Ê ¼ ¼ É ùcÊ ÉÅº Ë ìÆ É Ê Ç ûÆ ï ¼» Å È ÊÅ ¹ Ê ÈÆ � �Å» � ¹ üÆ É Ê È tW ¹ Èº Èº Æ ¼¼ðï¹ Ä Ë» Å Ê Ç¹ Ë É ùcÊ ¼¹ É ÊÅÆ Éº Å Ê Ì ñº Å É ùcÊÅ ý É ùcÊ» Å Ç ÊÅ ¹ ËÄ ¹ É È Ê ¼ Ñ Ç» Ê È Ë» É ¹ Ë Ç¹ ìÆ É ÊÉ» Ï ùÆ É Ê� É Ê Ë Ç É ùcÊ �Åº Ë¹ ËÄ ¹ È É» Ò Ê ì» Ë É¹ Ëº Ê ÇÌ û ù¹ È üº È É Ò Ê Ç Ê É ÊÅLü ¹ ËÊ ÇÒðï Ê� É ÊÅ ¹» Å ì» Ë È ÉÅÆ ¹ Ë É È Èº ì ùÆ ÈÄ Ê ËÊÅÆ ¼¹76Æ É¹» Ë üÆ � ¹ ü ¹76Æ É¹» Ëý È Ê ÊÊ ÌÄ Ì � Ð �» Å Å ¹ ËÄ ý N¬ ¬ Zo Ð åÆ Å ÊÅ Ê ÉÆ ¼Ì ý N¬ ¬ ¨o qÆ Èüº È È Ê Ëý N¬ ¬ ¨ �Æ Ë Ç É ùcÊÅ Ê ÑÊÅ Ê Ë ì Ê È É ùcÊÅ Ê ¹ ËÆ Ë Ç üÆ Ëï» É ùÊÅ ÈÌn ^ � Õ¸ H ¸ I ¸ H E ¹ �D Ò H J Ù ¸ D F Ò I E¸ H J ¸ Ù 8 D » H ®EGH Å � D Ä C Dñ» Å É ùcÊ È¹ ü � ¼¹ ì¹ É ï» Ñ É ùcÊ Ñ» ¼ ¼» Ï ¹ ËÄÆ Å Äº ü Ê Ë ÉÏ ÊÏ ¹ ¼ ¼¹ Ë åÊ È É¹ ÄÆ É Ê È¹ ËÄ ¼Ê�Æ ÅÆ ü Ê É ÊÅ �Åº Ë¹ ËÄÆ ¼Ä» Å ¹ É ùü Èý Òº É Ë» É Ê É ùÆ É É ùcÊÅ Ê Èº ¼ É È ù» ¼ Ç È Ñ» Å üº ¼ É¹

X¢ § o U V � R ^U 0 aS T aU c R ` _ � a d T RU c È p aW R � � Sb U TU Í - dÍ ` S T V �� W

�Æ ÅÆ ü Ê É ÊÅ �Åº Ë¹ ËÄ ÈÆ ÈÏ Ê ¼ ¼Ì Ô È Èº ü Ê É ùÆ ÉÏ Ê ùÆ åÊÆ Ë» Å Ç ÊÅ ¹ ËÄ» Ñ É ùcÊ�Æ ÅÆ ü Ê É ÊÅ È Èº ì ù É ùÆ É ý t}y væÚ W Â t}y vW Â t}y v@Ú W ê� É¹ ÈÆ É» Ë ì Ê Ë» É¹ ì Ê Ç É ùÆ É È¹ Ë ì Ê ü» Ë» É» Ë¹ ì ÉÅÆ Ë È Ñ» Å üÆ É¹» ËÏ ¹ É ù �» È¹ É¹ åÊÈ ¼» � Ê �Å Ê È ÊÅ åÊ ¹ ËÊ �º Æ ¼¹ É ï ý É ùcÊÆ Ò» åÊ» Å Ç ÊÅ ¹ ËÄ ¹ ÈÆ ¼ È» º ËÆ æÊ ì É Ê Çý� � t�y væÚ W � Â � � t�y vW � Â � � t�y v@Ú W �¾�Ì Ê Ì ì» Ë É¹ Ëº» º È ÉÅÆ Ë È Ñ» Å üÆ É¹» Ë � � � q· � qÏ ¹ É ù ÕØ � Â ® Ñ» Å Æ ¼ ¼ Ü Ç» Ê ÈË» ÉÆ æÊ ì É É ùcÊ �Åº Ë¹ ËÄ» Å Ç ÊÅ Ì KÊÏ ¹ ¼ ¼ Ë» Ï È Éº Ç ïÆ ¼¹ ËÊÆ Å ÉÅÆ Ë È Ñ» Å üÆ É¹» Ë� � tW � Î K tW ³ Òý Ñ» Å ì» Ë È ÉÆ Ë É È K � ®Æ Ë Ç ¦ýÆ Ë Ç È ù» Ï É ùÆ É É ùcÊ�Åº Ë¹ ËÄ Æ ¼Ä» Å ¹ É ùü È Ç Ê È ìÅ ¹ Ò Ê Ç ¹ Ë É ù¹ È ì ùÆ � É ÊÅ ìÆ Ë Ò Ê ¹ Ë É ÊÅ �Å Ê É Ê Ç ¹ ËÉ ÊÅ ü È» ÑÆ ü» Ç Ê ¼ Ê� � Ê ì ÉÆ Ë ì ï Ì� �Æ ü ¹ ËÊ É ùcÊ Ñ» ¼ ¼» Ï ¹ ËÄ Ñº Ë ì É¹» ËýG �s �Î �W �s �³ � � �� ¼» Ä Á q �Á ³� ¾ �¬ Ì N �

Ï ùcÊÅ Ê �þý �� ýÆ Ë Ç� Æ Å Ê ì» Ë È ÉÆ Ë É ÈÌ � üº È É Ò Ê Ä Å ÊÆ É ÊÅ É ùÆ Ë» Å Ê �º Æ ¼6 ÊÅ» ýÆ Ë Ç É ùcÊ È Ê É» Ñ �� ¡ È üº È É Ò Ê ì ù» È Ê Ë Èº ì ù É ùÆ É É ùcÊ ÈÆ ¼¹ Ê Ë ì ï» Å Ç ÊÅ ¹ ÈË» É Ç¹ È Éº Å Ò Ê ÇÌ ª Ê ËÊÅÆ ¼¼ðïÏ ÊÏ ¹ ¼ ¼Æ È Èº ü Ê É ùÆ É �� Î ® Ï ùcÊ Ë q � Î ®Æ Ë Çº È Ê É ùcÊ ì» Ë åÊ Ë É¹» Ë É ùÆ É ® ¼» Ä ® Î ® Ì� S ` Q ` W T V T ` U ø � X �÷ P TW V RU c R � � &nj � � ®e k �e d n k b lje mk g � b g l n !�� �b Gi j g b gj ) g b l � g i jî k mk � nj �gj n !e k ( e ke f( l mde f gj j nj !î k d l mn k Wmk e �e ( fnj b gj m g b ljî k de lg � ln !k m lg nj �cgj ¢ j n n !¢ û ùcÊ �Å» » Ñ¹ È Ä ¹ åÊ Ë¹ Ë Ð Ê ì É¹» Ë ¬ Ì "Ì

� S ` Q ` W T V T ` U ø � ¡ �� U T�� b RU RW W � � &nj � � ®e k �e d n k b lje mk g �b g l n !�� �b G mb l � g n k f( !î k d l mn ke f n !e k ( e ke f( l mde f gj j nj !î k d l mn k W !nj� � md � l � g d �e k � g n ! G mbe f mk ge j !î k d l mn k n ! l � g d �e k � g n !W mk l � g�e ( fnj b gj m g b ljî k de lg � ln !k m lg nj �cgj ¢ j n n !¢ Ð Ê Ê Ð Ê ì É¹» Ë ¬ Ì O Ñ» Å É ùcÊ �Å» » ÑÌ



ø �Y � ` U ` V ` U Tc �S aU W _7` S � a V T ` U W ` _ � Sb U TU Í o S � RS X¢ ©û ùcÊÅ ÊÆ Å Ê È Ê åÊÅÆ ¼ ÓÊ ï �» ¹ Ë É È É» Ë» É¹ ì Ê Ì ñ¹Å È É» ÑÆ ¼ ¼ý É ùcÊ �Æ Å É¹ ìº ¼Æ ÅÈ Ê É» Ñ �� ¡ ÈÏ ùcÊÅ Ê � á Î � Ñ» Å Æ ¼ ¼ ð Ç» Ê È Ë» Éº � È Ê É É ùÊ �Åº Ë¹ ËÄ» Å Ç ÊÅ Ì û»È Ê Ê É ù¹ ÈþýÏ Å ¹ É Ê É ùcÊ ì» Ë È ÉÅÆ ¹ Ë É È» Ë ��Æ È �� �º Æ É¹» Ë ¬ Ì ¨ � ý

� t}y væÚ W � t}y vW
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